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3. На каждом (А + 1)-ом шаге алгоритма вы­
полняем следующие действия.
3.1. Считаем к  = 1.
3.2. Рассматриваем окрестность точки 
</ 0„(</, гк) (замкнутый шар радиусом г > 0 с 
центром d е М).
3.3. По значениям компонент вектора спада
(dh) частным алгоритмом 2 (симплекс-
методом) определяем, является ли F(ct) ло­
кальным минимумом функции F  относительно 
ОM( d к, гк). Если да, то при к < р, заменив к  на 
к + 1, переходим к п. 3.2, а при к  = р  -  к п. 4. 
В противном случае переходим к п. 3.4.
3.4. По значениям компонент вектора спада
Ą  (d h) находим в окрестности 0M(d k, гк) точку
d h+\  для которой F (d M ) < F {d h). Меняем h на 
(А + 1)-м и переходим к п. 4.
4. Конец работы алгоритма в связи с тем, 
что dh является искомой точкой локального ми­
нимума функции F{d h) относительно окрестно­
сти радиусом г.
Таким образом, сформулированные в статье 
задачи решены. Рассмотренная задача относит­
ся к обоснованию процессов функционирова­
ния сложных организационно-технических сис­
тем. В последнее время задачи указанного 
класса получают все большее практическое 
распространение [2, 3]. Причем, внедрение со­
временных сложных производств и технологий, 
развитие и модернизация технических объектов 
обостряют проблемы обоснования принимае­
мых решений для таких систем. Предлагаемые 
модели являются оптимизационными по стои­
мостному критерию. Конечно, можно сформу­
лировать и привести доводы в необходимости 
применения и других критериев оптимизации, 
например временных. Однако обеспечение эко­
номической эффективности работы предпри­
ятий в настоящее время требует в первую оче­
редь обосновывать принимаемые решения 
именно по критерию стоимости. Значительное 
количество переменных в (1)~(4) исключает 
возможность использования предлагаемых мо­
делей «вручную», что при современном разви­
тии ПЭВМ осложнением не является. Разрабо­
танные модели основаны на применении из­
вестных, проверенных на практике ме­
тодов исследования операций, что исключает 
значительные затраты на обоснование до­
стоверности и адекватности получаемых ре­
зультатов.
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К РАСЧЕТУ КОЛЕБАНИЙ МОБИЛЬНОЙ МАШИНЫ 
С УЧЕТОМ ВНУТРЕННИХ ПРОЦЕССОВ 
В ПНЕВМОГИДРАВЛИЧЕСКОЙ ПОДВЕСКЕ
Инж. ЖИЛЕВИЧ М. И.
Белорусский национальный технический университет
Известные методы исследования колебаний 
мобильных машин [1, 2], в том числе и с пнев- 
могидравлической подвеской, предусматрива­
ют изучение обобщенной (как правило, меха­
нической) динамической модели. Причем непо­
средственно упругодемпфирующие элементы 
(пневмогидроцилиндры) не рассматриваются 
как самостоятельная динамическая подсистема,
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а их характеристики и свойства рабочей среды 
задаются в виде упрощенных кусочно-линей­
ных зависимостей.
При анализе плавности хода применяют 
различные расчетные схемы с учетом цели ис­
следований и диапазона рассматриваемых час­
тот. Схема включает в себя инерционные эле­
менты массы, соединенные упругими элемен­
тами и элементами, обеспечивающими рас­
сеяние энергии при колебаниях масс. Массы 
делят на две основные группы: подрессоренные 
и неподрессоренные. Для более сложных задач 
отдельно рассматривается вторичное подрессо- 
ривание (кабина, сиденье).
Сложность математической модели будет 
зависеть от принятых допущений. Например, 
можно предположить, что характеристики и 
параметры подвески и шин правых и левых ко­
лес одинаковы, а продольные колебания авто­
мобиля происходят практически независимо от 
поперечных. Одним из распространенных спо­
собов упрощения расчетной схемы (и матема­
тической модели) является возможность оценки 
колебаний подрессоренных масс передней зад­
ней осей по отдельности, если соблюдается со­
отношение R2 = ab, где R -  радиус инерции 
подрессоренной массы; а и b -  расстояние от 
центра тяжести подрессоренной массы до осей 
автомобиля.
Для составления уравнений движения (ко­
лебаний) обычно пользуются уравнениями Ла­
гранжа, так как они позволяют применить 
обобщенный подход к моделированию:
d dWk 8Wk | dWp | дФ
d t d i ;  ą ,  aą(.
где Wk и Wp -  кинетическая и потенциальная 
энергии системы; Ф -  диссипативная функция 
(функция рассеяния энергии), характеризую­
щая потери энергии под действием сил сопро­
тивлений; £,• -  обобщенная координата; £>< -  
обобщенная сила, соответствующая i- й обоб­
щенной координате, причем:
Wt = — - ;  Wp = —  
* 2 р 2
2 ^  М *; ф  = -4—
где V -  скорость движения некоторой массы т ;  
X и х -  относительная скорость и перемещение
(деформация); с -  коэффициент жесткости; ка -  
коэффициент демпфирования.
Существенным предположением в боль­
шинстве расчетов является то, что характери­
стики всех элементов линейны (или линеаризо­
ваны), а коэффициенты жесткости и демпфиро­
вания постоянны.
При моделировании пневмогидравлической 
подвески такое допущение не всегда оправда­
но, так как упругодемпфирующие свойства 
подвески определяются достаточно сложными 
внутренними процессами, происходящими при 
сжатии газа и дросселировании рабочей жидко­
сти через калибрированные отверстия (иногда 
переменного сечения), что приводит к доста­
точно сложной функциональной зависимости 
коэффициентов жесткости и демпфирования 
не только от конструктивных параметров, но 
и от характера протекания колебательного 
процесса.
Для того чтобы адекватно описать колеба­
тельную систему с пневмогидравлической под­
веской, целесообразно применить второй спо­
соб описания колебаний -  использование урав­
нений динамики. Этот способ основан на 
балансе действующих на объект сил и позволя­
ет более полно учитывать внутренние процессы 
в элементах подвески.
На рис. 1 представлена расчетная схема для 
исследования колебаний двухмассовой систе­
мы. Направление сил упругости и демпфиро­
вания, действующих на подрессоренную М  
и неподрессоренную m массы, показано в оп­
ределенной степени условно, так как в про­
цессе работы оно может изменяться и зави­
сит от взаимного положения и направления 
движения масс, а также от вида неровностей 
дороги.
С учетом действующих сил для подрессо­
ренной массы можно записать уравнение ее 
движения вдоль вертикальной оси
Mz = 2Fyn- M g - 2 F m ,
где Fyn и Fm -  соответственно сила упругости и 
сила демпфирования, возникающие в подвеске, 
причем коэффициент 2 учитывает силы в пра­
вой и левой подвесках.
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Рис. L Расчетная схема
Обычно считают, что сила демпфирования 
прямо пропорциональна относительной скоро­
сти движения масс, но для пневмогидравличе- 
ской подвески зависимость будет иметь более 
сложный характер, поэтому на первоначальном 
этапе с учетом выбранной системы координат 
силу демпфирования обозначим в общем виде
некоторой функцией Fm = j \  (z -  %). На основа­
нии этих же соображений для силы упругости, 
которая будет зависеть от относительного по­
ложения масс и действует на подрессоренную 
массу со стороны подвески: F  = f 2(z - £ ) .
Для того чтобы вывод уравнений динамики 
сделать менее громоздким, отсчет деформаций 
упругого элемента и шин целесообразно вести 
от положений статического равновесия. В этом 
случае статическая нагрузка на элемент (на­
пример, Mg) уравновешивается упругой силой 
от его прогиба (например, = М 2сг “ О ) -  
С учетом последнего замечания уравнение
движения для подрессоренной массы можно 
переписать в виде
Mz = l f 2{ z (1)
не вводя новых обозначений, но имея в виду, 
что отсчет координат ведется от положения 
статического равновесия.
Рассмотрим далее уравнение движения не- 
подрессоренной массы. Со стороны подвески 
на неподрессоренную массу действуют восста­
навливающая сила упругости (разность силы 
давления в цилиндре и веса подрессоренной 
массы) и сила демпфирования, равные соответ­
ствующим силам, действующим на подрессо­
ренную массу, но противоположные по направ­
лению. Сила тяжести уравновешивается силой 
упругости шин в статическом положении, а от­
счет координат ведется от положения статиче­
ского равновесия
= 2 f x (ż — 4) -  2 f 2 (z -  у  — 2Fym -  2Fm ,
где , FflUJ -  соответственно сила упругости
шины и сила демпфирования колебаний в ши­
нах (последней можно пренебречь ввиду мало­
сти), причем:
где Сш, кш, q -  соответственно коэффициент 
упругости шин, коэффициент демпфирования 
шин и координата неровностей дорожного по­
крытия.
В результате получим
t Ą  = 2 f x( ż - % ) - 2 f 2{z -% )~  
- 2 С ш£ - д ) - 2 к ш( І - Я ) -
Чтобы определить силу сопротивления 
амортизатора и силу упругости й подвеске, вы­
разим равнодействующую сил давления рабо­
чей жидкости, приложенных к поршню:
F t  — Р а $ а  ~  P b S b  >
где рА и р в -  давление в полостях над и под 
поршнем соответственно; SA и Sfi -  активная 
площадь поршня со стороны полостей А и В.
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При движении поршня на ходе отбоя с не­
которой относительной скоростью Д = i  -  4 
жидкость перетекает из полости В в полость А 
через клапан отбоя, представляющий собой 
дроссель, площадь которого зависит от взаим­
ного положения поршня и штока (рис. 1). На 
ходе сжатия при движении поршня вверх жид­
кость перетекает из полости А в полость В че­
рез обратные клапаны (клапаны сжатия) и кла­
пан отбоя.
Из уравнения баланса расходов жидкости 
[3] можно получить выражения для расчета 
перепада давлений соответственно на ходе 
отбоя и ходе сжатия:
N ? ~ P b ~ P a ~ 7
рх —Г— х .
2pz 5
* х А2;
др
АРс = Р а  - Р в
рX —X- 1
2 ( | ^ , + ц А ) ‘
-х А2,
где Dn и Д д— соответственно диаметр поршня и 
штока; р -  коэффициент расхода дросселя; рок -  
коэффициент расхода отверстия клапана сжа­
тия; 5Др -  площадь проходных отверстий дрос­
селя; S0K -  площадь проходных отверстий об­
ратного клапана; Ар -  перепад (разность) дав­
лений на дросселе (в полостях В и А); Арс -  
перепад давлений в полостях А и В при сжатии; 
р -  плотность рабочей жидкости.
Из уравнения баланса сил, действующих на 
поршень, для хода отбоя
Fz = Р а ~ - - ( Р а +  Ар )
nD l nD,2 >\
= АГ
nD l
Ар
nD~ nD,2 >
Для хода сжатия
f i* = P a
nDl
■(Ра - дРс)
nD l nDl
= Pa ЯДщ А- f -  + Apc
nD l nD,2 \
Величина
Pa '
nD,SŁ — F
4 у"р
будет представлять усилие, развиваемое упру­
гим элементом, а величина
FA = A p ^ ( p l - D l )
или
f Kc = ap Ą ( d I - d I )
является силой сопротивления амортизатора 
соответственно на ходе отбоя и ходе сжатия.
Подставив выражения для определения по­
терь давления, получим
_Р__ L А2
или
Ас X
Р 1
Х 2 (р^др + ц0К50К)2
Величина площади проходных отверстий в 
клапане отбоя может зависеть от положения х 
поршня в цилиндре
*^др S{pc),-
причем эта зависимость может быть представ­
лена некоторой функцией от конструктивных 
размеров дросселирующего канала, а сама ко­
ордината х будет определяться начальным по­
ложением /0 поршня и его относительным пе­
ремещением (z -  {,) в цилиндре x = lQ + ( z - t ) .
В частности, в цилиндрах подвески карьер­
ных самосвалов БелАЗ [4] истечение жидкости 
из полости В в полость А происходит через 
выфрезерованные в стержне каналы прямо­
угольного сечения по двум направлениям, 
а глубина канала изменяется практически по 
линейной зависимости от максимальной в не­
котором промежуточном положении до нуле­
вой в конце хода сжатия и хода отбоя с соот-
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ветствующими углами наклона образующей. 
Для такой схемы демпфирующей системы 
можно записать
“5др 5i(pc) 2NаНЬ*Нк(х),
где Ьк -  ширина канала; hK(x) -  глубина фре­
зеровки; А^кан -  количество каналов в клапане 
отбоя.
Площадь проходного сечения обратного 
клапана можно определить по зависимости
*^ок ЯДкАжДк,
где Аок -  диаметр седла обратного клапана; 
Nm -  количество клапанов сжатия (обратных 
клапанов); h0K -  высота подъема обратного 
клапана.
Для больших значений h0K можно также за­
писать
Sm = nNOKDOK2/A.
В результате получим выражения для опре­
деления силы сопротивления амортизатора со­
ответственно на ходе отбоя и ходе сжатия:
кающем изотермическом процессе с хорошим 
теплообменом) [5].
Таким образом, для любого промежуточно­
го положения поршня можно записать
(А  + Р ст)
/  \ ае
f v„ Л
k K j
=А„16+Л
где р а -  атмосферное давление; р ітб -  избы­
точное давление в промежуточном положении; 
FCT, Vj -  объем газа в статическом и промежу­
точном положениях.
Если в цилиндре появляется некоторое от­
носительное смещение поршня А = z -  £ , мож­
но записать
Кг /о 
К ' о + Д '
Тогда
:(Ат + а )V/0 + Ду -Рш
а сила упругости
дЗ
А2; Р'уп Ра
nD: яД;
/ \ 3 _
1
3 ь 3 o'
**
£
II Р *
2
V r ст T r a  Ą J  а
U  + Д;
Р а
nDl
{zNKaH\ibK hK (x) + 0,25 N 0K npwD l  J
Определим силу упругости, возникающую в 
цилиндре пневмогидравлической подвески.
В положении статического равновесия
g
Если рассматривать колебания относитель­
но положения статического равновесия, то уси­
лие, развиваемое упругим элементом подвески:
■^уп s  {р 1кЛ Per)упр
лД
яД 2
ст/ 4
■ІРсг+Рг) y ł0 + A j
а поршень занимает некоторое положение /0.
Процесс «сжатия-расширения» газа подчи­
няется политропическому закону pV* -  const, 
где р  -  абсолютное давление газа; V -  его объ­
ем; ее -  показатель политропы (ге = 1,2... 1,3 для 
динамической характеристики; ае = 1 для стати­
ческой характеристики при медленно проте-
Таким образом, искомые функции, опреде­
ляющие демпфирующие и упругие свойства 
пневмогидравлической подвески, принимают 
вид
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Х<
1, , , , — , если ż -E > 0 ;
. К анц6к hK (х) + Nmny.0KD l  J
_Л2 (  , \®
f 2 ^ - k )  = - ^ ( P „  + P ,)  Т - — -  -1
4 [ U  + 2 - 4 J
и совместно с уравнениями (1) и (2) будут опи­
сывать колебания элементов двухмассовой сис­
темы (рис, 1).
Необходимо отметить, что, если в подвеске 
используется направляющее устройство с пере­
даточным отношением i , приведенные к ко­
лесу зависимости для упругого / 2(z -£ )  и 
демпфирующего /,  (ż -  4) элементов должны 
быть умножены на величину i , которая мо­
жет быть определена, например, отношением 
плеча приложения силы цилиндра подвески к 
плечу приведенной к колесу силы.
Микропрофиль дороги при расчетах коле­
баний моделируют детерминистически или ста­
тистически по его конкретной реализации. При 
детерминистическом подходе модель сводится 
к волнообразному гармоническому профилю 
или единичной неровности. Профиль неровно­
сти принимают синусоидальным относительно 
ее средней линии, его можно описать уравне­
нием
q = <7 0(l-c o s  rut),
где qo -  амплитуда высоты неровности; со -  
частота возмущения колебаний, связанная 
со скоростью автомобиля va и длиной неровно­
сти L H.
Если неровность преодолевается за некото-
гр 2 71Уарое время Гв, то ш = -----  и
г ( ~  \ \  271V.
1 — cos — ч
Lч Ч И J )
0, если t > Тв .
если 0 < t < Гв;
На рис. 2 в качестве примера представлены 
полученные по разработанной математической 
модели результаты расчета колебаний при на­
езде снаряженного автомобиля (М  = 24000 кг; 
m = 300000 кг; Д , = 280 мм; D m = 250 мм;
/ну = 1,6) на единичную неровность со скоро­
стью 20 км/ч. Модель позволяет анализировать 
давления в поршневой и кольцевой полостях, 
перепад давления, перемещения (скорости) 
подрессоренной и неподрессоренной масс. Как 
видно из рис. 26, расчетное давление в кольце­
вой полости заходит в область отрицательных 
значений, что не может быть реализовано фи­
зически (в предельной ситуации разрежение не 
должно превышать значения ОД МПа).. Этот 
фактор трудно учесть при расчетах традицион­
ными методами с использованием некоторого 
усредненного коэффициента демпфирования. 
Если ввести в модель ограничения по давлению 
(рис. 2в, г), то заметно изменяются графики 
переходных процессов, на 25...30 % увеличи­
вается амплитуда перемещения подрессорен­
ной массы в области отрицательных значений, 
процесс сопровождается повышением давления 
в полостях цилиндра, что может привести к 
утечкам жидкости из цилиндра и разрушению 
элементов конструкции.
Таким образом, разработанная математиче­
ская модель для исследования колебаний мо­
бильной машины с пневмогидравлической под­
веской, учитывающая характер протекания 
внутренних динамических процессов в упруго- 
демпфирующих элементах, причем последние 
рассматриваются как самостоятельная динами­
ческая подсистема, интегрированная в много­
массовую механическую колебательную мо­
дель автомобиля, позволяет проанализировать 
степень влияния конструктивных параметров 
цилиндров подвески (размеров поршня, штока, 
дросселирующих отверстий клапана отбоя и 
обратного клапана сжатия, профиля дроссели­
рующих каналов клапана отбоя и др.) и свойств 
рабочего тела на выходные характеристики ко­
лебаний автомобиля, выбрать рациональные 
значения этих параметров, оценить реализуе­
мость заданных демпфирующих характери­
стик.
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Рис. 2. Результаты расчета: а -  перемещения; б -  давления; в -  перемещения с учетом ограничений по давлению; г -  давле­
ния с учетом ограничения: 1 -  подрессоренная масса; 2 -  относительное перемещение масс; 3 -  неподрессоренная масса; 
4 -  неровность; 5 -  поршневая полость; 6 -  кольцевая полость; 7 -  перепад давлений
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